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1 Einleitung

Das Modell der Riemannschen Mannigfaltigkeit, genannt Raumzeit, fiir die
Betrachtung des Makrokosmos ist weit verbreitet. Die Frage ist dann im-
mer die Frage nach der Metrik auf der Mannigfaltigkeit. Zu den bekannte-
sten gehoren die Scwarzschild-, Kerr- und Robertson-Walker-Metrik. Diese
Metriken wurden meist aus der Annahme der Einsteinschen Feldgleichung
und zusétzlichen vereinfachenden Annahmen beziiglich des Raumes gefun-
den. Man kann diese Metriken auch mit rein mathematischen Annahmen
bestimmen.

Wir werden in diesem Artikel das Modell der Riemannschen Mannigfal-
tigkeit auf die Mikrowelt, das Atom anwenden. Insbesondere ein Atom als
Schwarzschild-Raumzeit ansehen und daraus strukturelle Schlussfolgerungen
und Bindungen erkléren.

2 Die Schwarzschild-Raunzeit

Unsere tégliche Erfahrung ist ein dreidimensionaler Raum, Lénge, Breite
und Tiefe. Da (philosophisch) die Existenzform des Sein die Bewegung ist,
fiigen wir in unserem Modell noch eine weitere Koordinate ein, die die Ver-
dnderung, Bewegung beschreiben soll. Diese wird traditionell Zeit ¢ genannt.
Diese Bezeichnung ist zwar etwas verwirrend, da es - wie uns Einstein klar
machte - keine absolute Zeit gibt, ist aber so allgemein eingefiihrt. Alle kraf-
tefreien Bewegungen - von Materieteilchen (im Unterraum ds? # 0) und
Photonen (im Unterraum ds? = 0) - sind dann nur auf Geoditen moglich.

Das Schwarzschild-Raumazeit-Modell geht von einem definierten Zentrum des
Raumteils der Raumzeit aus. In dieses Zentrum legen wir den Koordinatenur-
sprung und das Zentrum sei durch eine Masse (Energie) von M charakte-
risiert. Fiir die Schwarzschild-Metrik ist es sinnvoll den dreidimensionalen
Raumteil in Kugelkoordinaten (7,4, ¢) gegeben zu denken. Hierbei ist r der
Radius (Abstand zum Koordinatenursprung), ¢ der Polarwinkel (Winkel des
Radiusvektors zur z-Achse) und ¢ der Azimutwinkel (Winkel der Projek-
tion des Radiusvektors auf die xy-Ebene zur x-Achse). Offensichtlich gilt
reRT,9 € [0,7],¢ € [—7,7]. Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeich-
nen wir diese vier Raumzeit-Koordinaten (¢, 7,7, ¢) auch mit (zg, 21, 2, z3)

xo=t, x1 =", 9 ="1, T3 = Q. (1)



In diesen Koordinaten ist R* = R x R x,..5% und die Schwarzschild-Metrik
wird gegeben durch

ds? = —kdt® + k™ dr? + r2(dv? + sin*9dp?), (2)

k=k(r)=1-2M/r, M = Masse des Zentrum (richtiger der Krimmungs-
parameter Metrik).

Wir haben ¢ = G = 1 gesetzt. Mit dieser Annahme spricht man von rela-
tivistischen (geometrisierten) Mafeinheiten. Wir werden durchgingig diese
benutzen. Wegen ¢ = 1 ist die Lédngeneinheit 1m gleichzeitig eine Zeiteinheit
(d.h. eine Bewegungseinheit), ndmlich die Zeit (Bewegung, Energie), die das
Licht fiir die Strecke von 1m benétigt:

1Sekunde = 2,99792 - 10%m. (3)

Aus G = 1 (Gravitationskonstante) folgt dann aus der klassischen Mafsein-
heit fiir G = 6,673 - 1072"m3/(kg - %), dai

lkg = 7,425 - 10" %m. (4)

In diesen Koordinaten ist die Schwarzschildmetrik (2) bei r = 2M singulér
(Schwarzschildsphére). Es sei hier nur bemerkt, daf dies nur eine Koordi-
natensingularitdt mit nicht zu vernachlédssigender physikalischer Bedeutung
ist.

Auch in der Mikrowelt, dem Atom, liegt die Schwarzschild-Sphére innerhalb
des Atomkerns. Deshalb wird es fiir uns ausreichend sein die Scwarzschild-
Raumzeit nur auferhalb der Schwarzschildsphire zu betrachten. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir im Weiteren die Schwarzschild-Raumzeit nur
aukerhalb der Schwarzschildsphére:

U=RxR" x, 82\ {t,r,9,p):r <2M}

oder

U= (R x (2M,+0) x, 5?) (5)
Mit Hilfe der Metrik kann ein Skalarprodukt definiert werden:
(Y, rh ot o), (12, 02,92, 0%)) = —kt'? + k= trlr? 4 029192 + sin?dplp?)

Die Kugelkoordinaten sind offensichtlich in diesem Skalarprodukt orthogo-
nal.

Eine Geodite ist (im Mafstab der Schwarzschild-Metrik (2)) die lokal kiir-
zeste Verbindung zwischen zwei Punkten. In der Schwarzschild-Raumzeit ist
eine Geodite



7 ={(t(s),r(s),9(s),0(5)) : s € (a,b)}
durch nachfolgendes Gleichungssystem gegeben

Satz 1 (Geodétengleichung) In der Schwarzschild-Raumzeit lauten die
Geoddtengleichungen

d d.’]?] 8911 dzz .

<l Z 8% )% =0,...3 (6)
wobei goo = —k, g11 = k™1, goo = 12, g33 = rsind
und xg =t,x1 =120 =V, 3 = .

O
Die Raumzeit-Koordinate t ist als Koordinate der allgemeinen Bewegung
angesehen, es ist also eigentlich keine Mefsgrofe. Da alle natiirlichen (kréf-
tefreien) Bewegungen auf Geodéaten stattfinden, ist die eigentliche zeitliche
Mefsgrofe der auf der Geodéte zuriickgelegte Weg. Diese (mefsbare) Zeit wird
Eigenzeit 7 genannt (das Vorzeichen ist wegen der Orientierung Vergangen-
heit Zukunft gew&hlt):

dr? = —ds®. (7)
Da Photonen sich auf Geodéten mit Lichtgeschwindigkeit bewegen sollen und
die Lichtgeschwindigkeit als die im Raumteil maximal m&gliche angenommen
wird, mufs also fiir Photonen gelten

ds®> = 0. (8)

Mit anderen Worten, Photonen haben keine Eigenzeit, sie sind zu jeden
(Eigen-) Zeitpunkt tiberall.

In der Schwarzschild-Raumzeit ist jede Geodédte durch zwei Konstanten F
und L (und der radialen Tangente dr/d7) bestimmt. Die Konstante E ist die
Energie pro Masseeinheit im Unendlichen oder kurz Energie (ist Eigenschaft
der Geodite) und die Konstante L ist wegen des zweiten Keplerschen Geset-
zes (die Fliche der gezogenen Fahrstrahlen pro Zeiteinheit ist konstant) der
Drehimpuls pro Mafseinheit oder kurz Drehimpuls. Es gilt

Satz 2 (Bewegungsgleichungen) FEs seiy eine Geoddte in U (siehe (5)).
Dann existieren zwei Konstanten L und E derart, dajs:

dt
e
(a) I
. dp
b 29X =L 9
(b) r’sin 1 (9)
d odd, o . o,
(c) ds[ T —|=r 51n1960519(d8)



O

Eine auf den ersten Blick scheinbare Sondergruppe von Geodéten sind
Definition 1 (dquatorial beginnend). Eine Kurve v : I — U heift dqua-
torial beginnend relativ zu den sphérischen Koordinaten ¥, ¢ auf S2, falls

und @(0) =0 (10)

T
v(0) = 2 ds

O

Offensichtlich ist mit 0 als Startpunkt und nach geeigneter Rotation jede
Kurve dqutorial beginnend relativ zu den neuen nach Rotation erhaltenen
sphérischen Koordinaten. Aus der Gleichung (9) der Bewegungsgleichungen
und der Eigenschaft dquatorial beginnend (jede Geodéte ist in einem geeig-
neten Koordinatensystem dquatorial beginnend) folgt

Satz 3 (ebene Geodite) FEs seiy eine dquatorial beginnende Geodite in
U. Dann gilt:

T
- 11
g (1)
Das heifst, jede Geoddte der Schwarzscild-Raumzeit liegt rdumlich in einer
Ebene (durch den Koordinatenursprung).

0V

O

S. Chandrasekhar hat in [1] alle moglichen Geodéten der Schwarzschild-
Raumzeit beschrieben. Eine Geodéte heifst gebunden, wenn o < r(s) < r;
und L > 0. Uber ... hinausgehend gilt alle gebundenen Geoditen der
Schwarzschild-Raumzeit liegen im Raumteil in einer Ebene (siche [2]).

Satz 4 (Verteilung gebundener Geodéten) In der Schwarzschild-Raumzeit
gibt es ein durch Rotation erreichbares Koordinatensystem derart, dafS alle
gebundenen Geodditen in der Ebene

9 =

MBS

liegen.

Mit anderen Worten, alle gebundenen Geoddten liegen im Raumteil in einer
Ebene.

O

Definition 2 (Potential). Es sei v eine Geodite in der Schwarzschild-
Raumzeit mit der Metrik (2) und es seien £ und L die Energie und der



Drehimpuls dieser Geodéten (siehe Satz 3). Die effektive potentielle Energie,
das Potential, V' der Geodéte ~ ist

(12)

O

Es sei bemerkt, das Potential einer Geodéte ist eine Funktion (von r) die
von der Energie F der Geodéte unabhéngig ist.

Die Energiegleichung einer Geodéte hat dann die Form

E? = (Z—:)? +V(r). (13)

Aus dem Geodaten-Gleichungssystem erhélt man fiir j =1

Satz 5 (Geoditengleichung fiir die r-Koordinate) Fs gilt

d*r dv

Rl (14)
O
Es sei v eine Geodéte mit von Null verschiedenem Drehimpuls L # 0 und
das Koordinatensystem sei so rotiert, dal ¥ = m/2. Aufgrund der Bewe-
gungsgleichungen ist dann dy/ds # 0. Folglich kann die Koordinate r = r(s)
auch als Funktion von ¢ angesehen werden, r = r(p). Diese Kurve in der
Aquatorebene ist von besonderer Bedeutung.
Definition 3 (Orbit). Es sei 7y eine Geodéte in der Schwarzschild-Raumzeit
R x RT X, S2. Das Koordinatensystem ist so rotiert, da ~ in der Aqua-
torebene ¥ = m/2 liegt. Mit 4 bezeichnen wir das Bild von ~ unter der
Projektion

R xR* x, 82 5 Rt x, S2.

Das Bild der Aquatorebene 9 = /2 unter dieser Projektion heift Orbital-
ebene und das Orbit ist die von ¥ gezeichnete Bahnkurve.

O

Nach Ausfiihrung der Transformation u = 1/r, 7 > 0 und des Ubergangs von
s zu ¢ und anschliefsender Differentation nach ¢ wird die Energiegleichung

(13) zu



Satz 6 (Orbitalgleichungen) Fir ein frei fallendes Materieteilchen v in
der dufleren Schwarzschild-Raumzeit mit Drehimpuls L #£ 0 gilt:

du

L?(—
(dso

)2 =E? - (14 L**)(1 — 2Mu),

d*u M 9

wobei u=1/r und r =ro-.

O

Im Weiteren setzen wir immer, ohne stets darauf hinzuweisen, voraus, daf
es sich um gebundene Geodéten handelt (dann ist immer L? > 0 voraus-
gesetzt).

Aus den Orbitalgleichungen ist die wichtige Eigenschaft der Periheldrehung
der gebundenen Geodéten ersichtlich. Der reziproke Radiusstrahl u = u(yp)
hat maximal 3 kritische Punkte u/(¢;) = 0:

0=2ML*u® — L*u* + 2Mu — (1 — E?). (16)

Da wegen der Energiegleichung E? > V(1/u) und die Geodéte gebunden ist,
gibt es genau zwei kritische Punkte zwischen denen der reziproke Radius-
strahl oszilliert (Potentialmulde). Das bedeutet unter anderem, die Diskri-
minante D der letzten kubischen Gleichung ist nicht negativ, D < 0:

1 L

=I5 (M)4—|—(3(1—3(1—E2))2_4)(%)2_{_16 <0, a7

Die Funktion u = u(y) beschreibt nach ¢,,-Umdrehungen wieder den glei-
chen Punkt in der Aquatorebene. Die Abweichung des Wertes ©ph Vo 27
heifst Periheldrehung ¢ der gebundenen Geodéte v. Apo-- und Perihel
sind der grofte und kleinste Wert des Radarstrahls r. Sie werden in den
kritischen Punkten u/(¢) = 0 erreicht. Das Potential erlaubt die Orbits der
Geoditen einfach (aber grob) zu klassifizieren.

(a) L*? <12M?
dann sind nur Crash Orbit und Crash/escape Orbit méglich.
(b) 12M? < L? < 16M?
dann sind Crash Orbit, gebundener Orbit und Crash/escape Orbit moglich.
(¢) L*>16M?
dann sind Crash Orbit, gebundener Orbit, Flyby Orbit, und Crash/escape moglich



Abbildung 1: Mégliche Orbits

Diese Fille sind in Abbildung 1 dargestellt. Bemerkung. Aus der Grafik
des Potentials ist ersichtlich, dafs nur dann und nur dann ein gebundener
Orbit vorliegt, wenn

L? > 12M3 (18)
E% >V (rmin) (19)
E? < min{V (rmaz), 1}. (20)

3 Periheldrehung gebundener Geoditen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die fiir die Entwicklung des relativisti-
schen Atommodells sehr wichtige Periheldrehung gebundener Geodéten.
Gemék Satz 4, Verteilung gebundener Geodéten, konnen wir das Koordina-
tensystem (durch Rotation) so wihlen, daf alle gebundenen Geodéten in
der Aquatorebene ¥ = 7/2 liegen. Damit sind die zu betrachtenden Orbits
ebene Kurven in der Orbitalebene, die in (ebenen) Polarkoordinaten in der
Form r = r(p) gegeben sind.

Wegen der Gundenheit gilt immer L? > M?. Die Geodite v heifit Geodite
mit mittlerem Drehimpuls, wenn 12M? < L? < 16M? und

mit hohem Drehimpuls, wenn L? > 16M?2.

Die Abhingigkeit des Potentials V' von L? bezeichnen wir auch mit V(r) =
V(r, L*). Fiir 12M? < L? < 16M? ist das lokale Maximum der Potential-
kurve kleiner als eins, fiir L? = 16M? gleich eins und fiir L? > 16M? gro-
fser als eins. Das lokale Maximum des Potentials V(r) sei V(rq,) und das
lokale Minimum V(7. Einige wichtige leicht nachzupriifende Relationen



(L% > 12M?):

V ((rmae, 16M?

)
V (Tmin, 16M?)
)=
)=

V(M
lim V(r)= 1 -
r—-+00
L L o (21)
mar — a7 oas L2_12M27
" oM~ 2M

L2 L
Tmin = 77 + 2‘]\4’.\/ L? — 12M2,

im 7 = 3M
L2—+00

lim 7y = +00.
L2—+o00

Fiir L2 > 16M? gilt

V(rmaz) > 1
V(Tmm < 1, (22)
L2 _ 16M?

nax erinel.

Die rechte Nullstelle der Gleichung V' (r) = 1 (d.h. der Grenzwert des kleinst-
moglichen Perihels einer gebundenen Geodite mit dem Drehimpuls L? >
16M?) ist monoton wachsend beziiglich L. Tatsiichlich

d | L? 16 M2 1 16M2
— = 1— =—(1 1— —
dL? [4M( + 12 )] 4M( + L2 )
2 2
n L ( 16 M (24)
M a1 — 16022
L2
>0

Es sei v eine gebundene Geodate. Fiir die Herleitung der Gleichung des Orbit
folgen wir ... [1]. Wie bereits festgestellt hat



L (B? — (1+ L2?)(1 — 2Mu))

genau drei reelle Nullstellen u; < us < ug, die folgend dargestellt werden

konnen
_1*6 _1+6 1 2

= , U2 , U3 = —— — —. 25
p p 2M p (25)
Wegen u; >0, E? < 1 und uq < us < ug gilt
0<e«<1
1 2 1
s + € (26)
2M  p P
p>2(3+¢)M.

Uber Koeffizientenvergleich erhilt man

1
U]_"‘UQ"‘U?,ZW

1—E?

U1UQU3:2ML2

1-E? 1

= a4 =)
1 1 (1-E?)p 1—¢ (27)
U =—=1/5 " 72 = )

p p*  L*(p—4M) p

1 N 1 (1—E?)p 1+e¢
U = — —_—— =
2 p*  L*(p—4M) p

p
e |1 (1—-FE?)p
p  \\p? L*p—4M)’
2y, 3
2 _1_ (1-FE%)p '
(p—4M)L?

Da u; > 0 muf folglich

1 1— E?
1,0y
P2~ I2(p—4M) (28)
(1—E*p® — L*» +4ML* <0
Letzteres ist dann und nur dann erfiillt, wenn diese bezliglich p kubisches
Polynom eine doppelte und eine einfache oder drei unterschiedliche reelle

10



Wurzeln hat. Das bedeutet die Diskreminante der kubischen Gleichung ist
nicht positiv. Mit anderen Worten

L* > 108(1 — E*)M? (29)

Wegen der Ostzillation von u zwischen w1 und ug kénnen wir die Substitution
1

u=—(1+¢ecosx) (30)
b

ausfithren. Fiir y = 0 befindet sich u im Perihel, fiir x = 7 im Apohel und
wenn sich y von 0 bis 27 &ndert, so hat u eine volle Periode durchlaufen.
Die Gleichung (15) wird mit dieser Variablentransformation zu (der Winkel
 wird ab dem Apohel mit x = 7 gemessen) einer integrierbaren Differenti-
algleichung:

2\/p T™—X .
¢ = p(x) N ESIE (—5=3m), wobei
¥ 1
Fosm) = [ dv, und (31)
0 1 — m2sin®
2 _ .2 _
me =P E) = e oNe

Die Funktion F'(¢; k) ist ein unvollstdndiges elliptisches Integral erster Art.
Wegen u < uo < ug gilt
2
m* <1,
- (32)
p—6M +2Me > 0.

Fiir eine vollstdndige Periode von u vom Apohel bis zum erneuten Apo-
hel dndert sich die Variable x von 7 bis 3w. Aus (31) folgt dann, daf der
(Koordinaten-)Winkel ¢ sich von ¢(7) bis ¢(37) éndert. D.h. fiir eine voll-
standige Periode von w ergibt sich unter Beachtung der Monotonie der Funk-

tion ¢ = p(x)
epa = () — p(3m)
2 2
- VP F(0,m) — VP F(—m,m)
V/p—6M +2Me Vp—6M +2Me
2
= VP F(mw,m)
Vp — 6M + 2Me

4
= VP K(m), wobei
Vp—6M +2Me

2 1
K(m)=/2 dry
0 1 —m2sin’y

11



Da K(m) >n/2und 0 <e < 1 gilt

P P
Sy p— A ¥ S -~ VS 34
gDz’d—\/p—ﬁMJrszg TN AT =T (34)

Die Periheldrehung § einer Geodéte mit gebundenem Orbit ist somit gleich
0 = ppg — 27

2K(m)\/p —m/p—6M + 2M52

mp — 6M + 2Me "
Mit Hilfe der Amplitudenfunktion am(u;m), der Umkehrfunktion der ellip-
tischen Funktion v = F(¢;m) und ¢ = am(u;m), und des Cosinus Am-
plitudinis en(u;m) = cos(am(u;m)) ist der Radiusvektor r(¢) durch (31)
gegeben mit

5=

(35)

p
1+ ecos x(¢)
p
1 + e cos(m — 2am(£;m))
D boi (36)
- 14e—2¢(en(€;m))?’ wover
2

V1—=06p42epn

r(p) =

a =

Da

dr 4dpe

o = " a(l T e Zeen(pjarm)p /s m)sn(p/a;m)dn(p/a;m) - (37)

sind die kritischen Punkte (lokales Minimum und lokales Maximum) der
Funktion r(p) die beiden Punkte p/(1+¢) und p/(1 — ¢). Das bedeutet das
Orbit der Geodéte befindet sich im Kreisring mit diesen beiden Radien.
Hier noch eine kurze Schlufsfolgrung aus der Energiegleichung (13). Da Peri-
und Apohel kritische Punkte der Funktion r = r(y¢) folgt aus der Energie-
gleichung V (rmin) = V(rmaz) und aus rpin = p/(1 4 €), "maez = p/(1 —¢€)

L?> MIL*(3+¢?)

0=M-"+ .
p p
L 2 ~ (39)
zl—mﬂ[l—(ii—l—s )], wobei
M
p=—
p

Andererseits folgt aus (27)

p(l —4p)(1 - €2)
1-E?= [ Ty (39)

12



Das Zusammenfiigen von (38) und (39) ergibt
2 L? 2y, 2
1-F :W(l—e)p (1 —4p). (40)
Der Vergleich von (39) und (40) fiithrt zu

2

1= mul-0G+ %)) (41)
oder
1 4(3 + e2) M2
e 1—\/1—HL2)]. (42)

4 Geodaten mit stehender Welle

In diesem Abschnitt definieren eine Untermenge der gebundenen Geodéaten.
Diese Untergruppe ist ausschlaggebend fiir die Elektronen eines Atoms.
Definition 4 (Geodéite der Frequenz 1 € N). Eine Geodéte v mit gebun-
denem Orbit (d.h. L? > 12M? und E? < min{V (7n4s), 1}) heikt Geodéte
mit stehender Welle der Frequenz [ € N oder kurz Geodéte der Frequenz [,
wenn fiir die Periheldrehung & der Geodéte v gilt
2

l:%eN, 1=1,2, .. (43)
O
Es sei v eine Geodéte mit der Frequenz [. Das Orbit dieser Geodéte ist die
Kurve

7={lnp.5) eRY xS :r =r(p)}. (44)
Die Projektion des Orbits in die Orbitalebene bezeichnen wir ebenfalls mit
~:

7={(rp) eRT xS :r=r(p)} (45)

Aus dem Kontext wird immer ersichtlich sein, ob das Orbit in Rt x §?
oder in RT x S! betrachtet wird. Das Orbit, die Bahnkurve 7 einer Geodite
der Frequenz [ ist eine geschlossene ebene Figur endlicher Lange, da nach
einer endlichen Anzahl von Umléufen von (Apo-) Perihel zu (Apo-) Perihel
genau die Ausgangsposition in der Ebene wieder erreicht ist. Wir bezeichnen
p=M/p. Aus (33) folgt fiir eine Geodéte der Frequenz I

2./1e
l+1 1—6p+2ue = 2K (—————m—==), 46
(14 /T 6+ 200 = AK (i) (46)

13



oder wegen (33)

I+1
opd = ——2. (47)

Das vollstandige elliptische Integral ist stets K(m) > 7/2:

204+ 1
[+1)22(3 + 2)

p< ( (48)
Es sei bemerkt, daf im Grenzfall e — +0, wenn das Orbit der Geodéate mit
der Frequenz [ ein Kreis ist, gilt fir uy = M/p= M/r

20+1
=—Q. 49
=60+ 1) (49)
Da das Orbit eine geschlossene Kurve ist, hat die das Orbit bestimmende
Funktion r = r(¢) Periodizitdten. Diese gilt es zu bestimmen. Der Einfach-

heit halber bezeichnen wir 2/y/1 — 6p + 2pe mit a:

2
VI —=06p+ 2ue’

a =

(50)

Fiir diesen Kreisfall ergibt sich

312 4214 1)(21 + 1) 1
1—FE?= ( _ L :
92024+ 21+1)(14+1)2 O(l)furl—>+oo (51)

und ) 0 )4
L 12(1 + 1 )
T @ n@E sy - O il e (52)

Es sei F'(a;m) das elliptische Integral aus (31). Unter Beriicksichtigung von
F(—a;m) = —F(a;m) (siehe z.B. [3]) ist

T+ x — 27

(2T — x) = aF( 5 ;m)
™ —X
=l (=5 =m) (53)
_F(ﬂ-;xv )

14



Da cos x = cos(2m — x) folgt hieraus die Symmetrie von r(¢) = r(—¢)

r(=p) =r(=¢(x))

= r(p(2m — X))
_ p
1+ cos(2m — x)
Y (54)
14 cosy
=7(e(x))
= ().
Aus (33) folgt fir Geodéten der Frequenz (
1 [+1
Einfache Umstellungen und die Positivitat von p = M /p ergeben
(I +1)*m? —4PK?(m)
F= B o+ )22 (56)
1
K(m) <1+ )3

Der Cosinus Amplitudinis hat nachfolgende Periodizitédten (siehe z.B. [3])

en(a + jK (m);m) = (=1)’en(a; m) 57)
cn(—a;m) = —cn(a;m)
und fiir das elliptische Integral F'(a;m) gilt (siehe [3])
F(axnmym) = F(a;m) £ 2nK(m), n=0,1,2,.... (58)
Aus (36) folgt dann

p

1+ e —2ecn?(£;m)
p
—1

r(p) =

1+e—2¢((

~—

Jen(2;m))?

(59)
1+e—2een?(

=r(p+ jaK(m)

d1+1
= T((p:l:]Tﬂ').

+ jK(m);m)

VQ“G’@

15



Es sei

7= {(tp).r(p). . 5) € Rx RY x, 5% (60)

ein Geodéte der Frequenz [. Wegen (59) ist dann

A+1 s .
’7]' = {(t(gp),r(gp +]Tl2ﬂ—)a P, 5)}? J= 17 27 '-72l <61)

ebenfalls eine Geodéte der Frequenz [ mit der gleichen geometrischen Figur
als Orbit wie . Damit ist nachfolgender Satz bewiesen:

Satz 7 (Geodéitenschale) Es sei v eine Geodite der Frequenz | € N.
Dann gibt es 2l verschiedene Geoddten der Frequenz I mit geometrisch iden-
tischem Orbit.

Diese 21 Geoddten der Frequenz l mit geometrisch gleichem Orbit heifit Geo-
ddtenschale der Frequenz | oder einfach Geoddtenschale.

O

Nicht jede Frequenz einer Geodéte ist sinnvoll. Die Aussage (52) kann wie
folgt interpretiert werden. Asymptotisch verhélt sich die Frequenz der Geo-
déte | wie eine Quadratzahl. Und (51) wie: die Energiedifferenz zwischen
Unendlich (E? — 1 fiir | — +00) und der Geodite mit der Frequenz [ ver-
hilt sich wie 1/1. Aus der Physik ist bekannt, dak diese Differenz wie 1/n?
verhélt, wobei n die Schalennummer ist. Beide Betrachtungen fiihren zu nur
l=n? n=1,2,.. ist sinnvoll.

Einige Bemerkungen zur Geodéten-Energie der Schalen. Es sei v eine Geo-
dite n-ten Schale, d.h. eine Geodite der Frequenz n?. Wir betrachten den
Grenzfall ¢ — 40, d.h. die (Asymptoten der) Geodéten sind Kreise. We-
gen der Frequenz n? gilt dann fiir den Radius des Orbits (p — r.) und die
Energie E? der Geodite

(7’L2 4 1)2

6M
2n2 +1 ’

Te =

(62)
1-E2 =

Fiir die Energiedifferenz zwischen Geodéten der n-ten und der (n — 1)-ten
ergibt sich dann
E? | —E2= (63)

n

Diese Geoditenenergiedifferenz ist am groSSten beim Ubergang von der 2-
ten Schale zur 1-ten und wird mit zunehmendem n immer kleiner.

Der asymptotische Wert fiir ¢ — 40 der Energie E? einer Geodite der
Frequenz n? hingt nicht von M ab, nur der Abstand zum Zentrum hingt
von M ab.
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5 Das Atommodell

Da das Atom aus dem Atomkern und Elektronen besteht, konnen wir das Mo-
dell der Schwarzschild-Raumzeit zur Beschreibung des Atoms anwenden. Die
Geodéten der Elektronen miissen natiirlich einen gebundenen Orbit haben
(das Atom ist endlich). Geméf Satz4 gibt es im Raumteil der Schwarzschild-
Raumzeit eine Ebene durch den Koordinatenursprung (Atomkern) in der
sdmtliche Orbits der Elektronen-Geodéten liegen. Das Koordinatensystem
sei so gewahlt, daf simtliche Elektronen-Geoditen in der Aquatorebene lie-
gen. Wie jede Geodéate mit gebundenem Orbit haben auch die Elektronen-
Geodéten die Periheldrehung. Aufgrund der Periheldrehung kann der Orbit
entweder unendlich lang sein oder eine geschlossene ebene Kurve sein. Wenn
der Orbit unendlich wére, wéren (mit dem Fortschreiten der Eigenzeit) sich
verandernde Eigenschaften der Atome zu erwarten. Deshalb nehmen wir dem
Prinzip der Konstanz folgend an, daft die Elektronen-Geodéten der Fre-
quenz [ sind. Das bedeutet es gibt eine natiirliche Zahl [ > 1 derart, daf
16 = 27 ist, wobei § die Periheldrehung der Elektronen-Geodéte ist. Gege-
ben sei eine Elektronen-Geodéte der Frequenz . Dann gilt (siehe (46)) mit
P, €, i wie oben

2/F

I+ 1)my/1 6u+2u5—2lK(\/m) (64)
Dann gibt es geméf Satz 7 21 Geodéten in der Geodétenschale, d.h. mit der
gleichen geometrischen Figur als Orbit. Wie am Ende der vorigen Sektion
bemerkt ist es sinnvoll anzunehmen, daf | = n?, n = 1,2, 3, ... Das bedeutet
in der n-ten Elektronenschale befinden sich maximal 2n? Geoditen (Elektro-
nen). Dabei kann man annehmen, daf ¢ unendlich klein ist, d.h. die Orbits
sind asymptotisch Kreise.
Es sei bemerkt, das filir unser Sonnensystem als Schwarzschild-Raumzeit die
Planeten keine solche Geodéten mit der Frequenzeigenschaft sind..
Das fiihrt zu folgendem relativistischen Atommodell.
Definition (Atom). Ein Atom ist eine Schwarzschild-Raumzeit mit dem
Metrik-Parameter M nachfolgender Art. Das Zentrum der Schwarzschild-
Raumzeit heifst Atomkern mit der Masse M. In dieser Schwarzschild-Raumzeit
werden nur Geoditen der Frequenzen [ = n?,n = 1,2, ... betrachtet. Dabei
bilden die 2n? Geoditen der Frequenz n? eine Elektronenschale. Die Gesamt-
zahl der Geodéten (Elektronen) ist durch die Ladung des Kern begrenzt. Die
Geodétenschalen unterliegen nachfolgendem Bildungsgesetz: 1. Die Elektro-
nenschale der Frequenz n? - beginnend mit der Schale der Frequenz n =1 -
wird zunichst bis zur ersten charakteristischen Zahl 2 = 2x12 (erstes stabiles
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Energienineau) gefiillt.

2. Dann wird, wenn eine innere Elektronenschale der Frequenz (n — 1)? vor-
handen ist, wird diese maximal gefiillt (nach der ersten &ufseren Energiesta-
bilitdt wird die vollstdndige innere Energie aufgebaut).

3. die dufere Schale der Frequenz n? wird dann bis zur zweiten charakte-
ristischen Zahl 8 = 2 % 22 gefiillt (es ist ein zweites vollstindiges stabiles
Energieniveau erreicht).

4. Tm nichsten Schritt wird eine neue dufere Schale mit der Frequenz (n+1)?
gebildet (es wird eine neue Energiestufe eréffnet).

5. es beginnt wieder mit 1.

Die maximale Geodéatenzahl wird ladungstechnisch bestimmt.

O

Die Charakteristischen Zahlen 2n%, n = 1,2,... sind die 'Belegungszahlen’
der Geodétenschalen. Unter 'Belegungszahlen’ ist die Anzahl der Geodéten
der Frequenz n? zu verstehen, die als Orbit die gleiche geometrische Figur
haben. Die 'Belegungszahlen’ 2 und 8 der ersten beiden Schalen sind dabei
von besonderer Bedeutung. Betrachtet man die geometrische Figur des Or-
bits einer Schale als Bahnkurve der Elektronen, so sind auf der ersten Schale
(Frequenz = 1) maximal zwei Elektronen in entgegengesetzter Lage platziert.
Fiir die zweite Schale haben wir die Frequenz 4, die Orbit-Figur hat dann
4 Perihels und 4 Apohels. Auf dieser Bahn sind also maximal 8 Elektronen
platziert. Jede Schale hat also neben ihrem maximalen Energie-Level 2n?E?2
zwei stabile Unter-Level 2 x 12E2 = 2E2 und 2% 22E2 = 8E2. Hierbei ist E,
die Energie einer Geodéte der n-ten Elektronenschale. Es sei noch bemerkt,
dak die erste Elektronenschale n = 1 die einzigste Geodéatenschale ist, deren
Geoditen einem mittleren Impuls L haben, 12M? < L? < 16M?. Die zweite
Elektronenschale n = 2 ist die Geodétenschale deren Geodéten den kleinsten
Impuls mit L? > 16M? haben. Deshalb haben diese beiden Energieniveaus
eine besondere Bedeutung und begriinden unser Bildungsgesetz. Durch das
angenommene Bildungsgesetz hat die Auferste Elektronen-Schale immer ma-
ximal 8 Geodéten (Elektronen).

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnte man zusédtzlich annehmen,
daf nur Geodéten der Frequenz [ deren Orbits Kreise sind, betrachtet wer-
den. Die Periheldrehung und die Periodizitét der Radiusfunktion des Orbits
sind dann als Grenzwerte fiir ¢ — 40 zu betrachten.
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6 Zusammenfassung

Das Modell der Schwarzschild-Raumzeit ist immer anwendbar, wenn ein aus-
gezeichnetes Zentrum im betrachteten System vorhanden ist. Das Zentrum
sollte in bestimmter Hinsicht gegeniiber der anderen Bestandteile dominie-
rend sein. Immer wenn es darum geht kréftefrei Bewegungen in diesem Sy-
stem zu untersuchen, steht die Aufgabe der Beschreibung der Geodéten einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit. Das ist Gegenstand des vorliegenden Arti-
kels.

Wendet man das Modell der Schwarzschild-Raumzeit z.B. auf unser Sonnen-
system an, so ist dialektisch zu beriicksichtigen, daf sich unser Sonnensystem
in steter Verdnderung befindet. Das kommt dadurch zum Ausdruck, daf die
Geodéten des Sonnensystems (d.h. die Planeten) - wenn auch gebunden (nie
in der Sonne enden und nie das Sonnensystem verlassen) - unendlich lang
sind. Geometrisch wiirde das bedeuten, daf die Periheldrehung kein ganzzah-
liger Teiler von 27 ist. Die tatséchliche bekannten Mefkwerte der Periheldre-
hung der Planeten bestétigen diese Annahme. Zur genaueren Beschreibung
des Sonnensystems als Schwarzschild-Raumzeit miifite man also die Gruppe
solcher unendlichen, nicht geschlossenen Geodaten ndher untersuchen.

Hier wenden wir das Schwarzschil-Raumzeit-Modell auf das Atom an. Im
Unterschied zum Sonnensystem zeichnet sich das Atom durch eine gewisse
Konstanz seiner Eigenschaften aus.Deshalb ist in diesem Fall anzunehmen,
die Orbits der Geodéten sind geschlossene Kurven von endlicher Lange. Das
fithrt zum Begriff der Geodéten der Frequenz [. Dieser Begriff ist dem Begriff
der stehenden Welle sehr nah. Das Orbit kann man sich als eine elliptische
Bahn vorstellen deren Hauptachse beim Zeichnen um die Periheldrehung um
einen Focus gedreht wird und erst nach [ Umdrehungen genau im Startpunkt
endet.

Aus Ladungsgriinden weifs man, daf ein Atom sehr viele Elektronen (Geo-
ddten) haben kann aber gleichzeitig in seiner Ausdehnung sehr kompakt ist.
Diese Kompaktheit zwingt zum sogenannten Schalenmodell. Es werden al-
so Geodéiten gesucht, deren Orbits geometrisch gleich sind obwohl sie, die
Geodaten, unterschiedlich sind. Das Orbit als Elektronenbahn betrachtet
bedeutet dies unterschiedliche Startpunkte. Es stellt sich heraus, dafs es 2I
unterschiedliche Geodéten der Frequenz [ gibt. Das ist eine Elektronenschale.
Der Vergleich der Frequenz einer Geodéte mit ihrem Drehimpuls und ihrer
Energie legt das ordnungsmiiRige Verhalten (O(n?)) der moglichen Frequen-
zen wie n? offen. Deshalb wird im relativistischen Atommodell angenommen
es sind nur Frequenzen der Form n? zugelassen.

Dieser Vergleich zeigt auch, dafs es nur eine Geodéatenschale mit mittlerem
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Drehimpuls 12M? < L? < 16M? gibt und es gibt eine Schale mit dem klein-
sten hohen Drehimpuls min{L? > 16M?}. Natiirlich definieren diese beiden
besonderen Schalen bestimmte Struktureigenschaften des Atoms.

All dies ist in unserem relativistischen Atommodell beriicksichtigt. Wir beto-
nen nochmals, im Sonnensystem als Schwarzschild-Raumzeit gelten andere
Regeln, da es sich in diesem Fall um eine andere Geodatengruppe handelt.
Die Bemerkungen am Ende der Sektion 4 konnten folgend interpretiert wer-
den. Ublicherweise geht man in der Physik davon aus, daf ein Elektron in
eine weiter innen liegenden Schale springen kann und dabei wird Energie in
Form von Licht frei. Das entspricht einem bestimmten Spektrum. Wenn die
innere Schale voll belegt ist, kann es nicht mehr in die Schale springen. Bei n
Schalen kann nur die (n— 1).te nicht voll belegt sein. Sind alle (n—1) Schale
voll belegt, kann das Elektron in keine andre Schale mehr springen. Das Elek-
tron miiffte dann eine Geodéte auferhalb einer Schale sein. Diese Geodite
soltte dann aber keine Frequenz haben, d.h. das Prinzip der Konstanz der Ei-
genschaften wére gestort. Mit anderen Worten, die Atome nach einer solchen
Energieabstrahlungind im Kleinen verénderlich. Diese Zwischengeodéte ist
natiirlich von M abhéngig, d.h. die Spektren der Photonen-Emission sind
je Atom unterschiedlich. Da die Energiedifferenz der Schalen nicht von M
abhéngt, miifsten alle Atome beim springen von der gleichen Schalennum-
mer das gleiche Spektrum liefern. Mit anderen Worten, fiir alle Atome mit
der gleichen Schalenanzahl und freien Platzen auf der vorletzten Schale wird
beim SSprung"die gleiche Energie emmitiert.

Eine andere Interpretation konnte sein. Wenn durch dufere Einwirkungen
eine Geodéate (ein Elektron) verdndert wird, konnten zwei neue Geodéten
(d.h. zwei neue Teilchen) entstehen. Die Photonen sind wiederum eine spe-
zielle Geoditengruppe, Geoditen im Unterraum ds? = 0. Dann wire aber
das urspriingliche Elektron kein Elektron und die Ladungsbilanz des Atoms
ware gestort. Deshalb scheint es wahrscheinlicher, daft das Elektron Elektron
bleibt (d.h. Geodéte mit gleichem L und E) und nur der SStartpunkt"der
Geodéte verdndert wird. Wie aus der Potentialkurve zu ersehen, endet die
dann einzig mogliche Geodédte im Atomkern (Zentrum). Verdnderungen im
Atomkern bringen dann unterschiedliche Spektren des Lichtes zu Tage. Die-
se Vorgéinge konnen nicht mehr mit dem Schwarzschild-Modell beschrieben
und erklart werden, da in diesem Modell das Zentrum als das unveradnderlich
bestimmende betrachtet wird.
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