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1 Einleitung

In [1] wurde mit Hilfe der Schwarzschild-Raumzeit ein Atommodell ent-
wickelt. Im Atom sind weit iiber 99% der Energie im Atomkern konzen-
triert und dieser wird von Elektronen eingebettet. Deshalb ist die Anwen-
dung des Modells Schwarzschild-Raumzeit berechtigt. Das Besondere des in
[1] entwickelten relativistischen Atommodells ist die Bestimmung speziel-
ler Geodéaten-Gruppen - den Elektronen-Geodéten - als fiir Elektronen im
Atom zuléssig. Der Modell-Raum fiir die Bindung zwischen Atomen kann
keine Schwarzschild-Raumzeit sein. In einem Molekiil gibt es kein eindeu-
tig bestimmtes Energiezentrum. Andererseits muft aber die Schwarzschild-
Raumzeit Teil dieses Modells sein, da ja die Bestandteile - Atome - als
Schwarzschild-Raumzeiten anzusehen sind. Wir entwickeln hier ein entspre-
chendes Modell, die Schwarzschild-Uberlagerung. In diesem Modell wird die
Atombindung beschrieben und erste Eigenschaften werden abgeleitet.

Fiir die Modellbildung sind spezielle genauere Untersuchungen der Schwarzschild-
Metrik notwendig, die in der Sektion 2 durchgefiihrt werden. Wenn in [1] die
Eigenschaft der Periheldrehung der Geodaten die grundlegende Basis fiir die
Modellentwicklung waren, sind es hier die Orbitalebenen. Die Orbitalebene
ist eine Ebene, in der sich sdmtliche Orbits der Elektronen-Geodéaten be-
finden. Auch die Orbitalebene ist eine Eigenschaft der Atome. Aus diesen
Eigenschaften leiten sich auch die relativ einfachen geometrischen Molekiil-
Strukturen ab.

2 Begrifliche Voraussetzungen

Zunéachst eine Reihe von Begriffen aus der Differentialtopologie.

Definition (Mannigfaltigkeit). Eine topologische Menge heifst n-dimensionale
k-fach differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn es fiir jeden Punkt x; € M ein
Umgebung U; C M und eine Abbildung ¢; : U; — V; C R™ derart gibt, dass

(piogpj_l:‘/;;ﬂVj%]Rn (1)

k-fach differenzierbar ist. Die Abbildung V; C R"™ ist eine Abbildung ¢; :
U; — V;, die in Koordinaten darstellbar ist:

pi(2) = (pi(@),.... ¢} (2)),z € M (2)

Deshalb wird ¢; Koordinatensystem genannt und <pio<pj_1 Koordinatentrans-
formation.
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Im Weiteren werden wir, ohne weitere Hinweise, immer glatte Mannigfaltig-
keiten, d.h. unendlich oft stetig differenzierbar, voraussetzen.

Definition (Vektorraumbiindel). Eine (glatte) Mannigfaltigkeit M heifst
Vektorraumbiindel (iiber die (glatte) Mannigfaltigket B), wenn eine Projek-
tion m : M — B derart existiert, daf jede Faser M, = 7~ !(p), p € B ein
linearer Vektorraum endlicher Dimension ist.

Zu jedem p € B gibt es eine offene Umgebung U von p in B, einen reellen
Vektorraum F' endlicher Dimension und einen Diffeomorphismus (bijektive
Abbildung, die selbst und ihre Umkehrabbildung stetig differenzierbar sind)

¢:UxF — a1 (U)

derart, dak 7(¢(y,v)) = y fir beliebiges y € U und v € F und daf fiir jedes
y € U die partielle Abbildung ¢(y,.) eine R-lineare Bijektion des Vektor-
raumes F' auf den Vektorraum M, ist. Diese Eigenschaft bedeutet, daf das
Vektorraumbiindel lokal trivial U x F' ist.

Das Vektorraumbiindel heifst glatt, wenn w glatt ist.

O

Héufig wird das Vektorraumbiindel auch mit dem Tripel (B, P, ) bezeich-
net. Manchmal wird auch die Abbildung 7 : B — P als Vektorraumbiindel
bezeichnet.

Definition (n-blittrige Uberlagerung). Das Faserbiindel (M, X, ) ist
eine n-blittrige Uberlagerung der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X, wenn
M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und 7 eine surjektive Abbildung der
Klasse C*° ist, fiir welche die folgende Bedingung gilt:

Zu jedem z € X existiert eine offene Umgebung U von z in X derart, daft
sich 7=1(U) als Vereinigung einer endlichen Folge (V;), j =1, 2, ..., n von
paarweise disjunkten offenen Teilmengen von M darstellen lafst, fiir welche
die Einschrankung m; : V; — U von 7 auf jedes der V; ein Diffeomorphismus
von Vj auf U ist.

O

Definition (Schnitt). Es sei (M, B, 7) ein Vektorraumbiindel. Ein Schnitt
s iiber U C B heifst eine Abbildung s : U — M derart, dafs mo s = id gleich
der Identitat id ist.

Der Schnitt heifft glatt, wenn s : U — B glatt ist und global, wenn U = B.
O

Die Menge aller glatten Schnitte iiber U C B wird mit I'(U; M) bezeichnet.
Das duale Vektorraumbiindel M* ist die (disjunkte) Vereinigung tiber
alle p € B samtlicher Linearformen auf der Faser M),

Definition (Lorentz-Biindelmetrik). Es sei 7 : M — B ein Vektorraum-
biindel. Ein glatter Schnitt g € I'(B; TM* x TM*), d.h. eine Familie (g,),cB
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von Bilinearformen g, : M, x M, — R, heifst Lorentz-Biindelmetrik auf B,
wenn fiir alle p € B, X,Y,Z € M, und alle Funktionen a,b € C*>(B)

4p(aX +BY, Z) = a(p)gp(X, Z) + b(p)gp(Y, Z) (tensoriell),
4o(X,Y) = gV, X) (symmetrisch),
gp(X,Y) =0 fir alleY € M, = X =0 (nicht ausgeartet)

Signatur o(gp) = (—,+,+,+,...)

3)
O
Definition (Lorentz-Mannigfaltigkeit). Eine (glatte) Mannigfaltigkeit
M heiflt Lorentz-Mannigfaltigkeit, wenn in ihrem Tangentialbiindel = : TM —
M eine Lorentz-Biindelmetrik g € I'(M,T*M ® T*M) gegeben ist.
Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit wird auch mit (M, g) oder (M, (.,.)) bezeich-
net. Hierbei bezeichnet (., .) das durch g in jedem Tangentialraum T),M, p €
M definierte Skalarprodukt (.,.), = gp(.,.)
O
Definition (Raumzeit). Eine Raumzeit ist eine 4-dimensionale, zusam-
menhéngende Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, (.,.)) der Signatur (—, +,+,+)
derart, dak einen glatten globalen Schnitt (Vektorfeld) = € T'(M,TM) gibt
mit

((p),z(p))p <0 fiir alle p e M.

Diese Eigenschaft der Raumzeit wird auch zeitorientiert genannt.

O

Wir werden hier eine spezielle Raumzeit, die Schwarzschild-Raumzeit SRZ
betrachten.

Definition (Schwarzschild-Raumazeit). Es sei M eine Raumzeit mit M =
RxR3 mit einem (ausgezeichneten) kartesischen Koordinatensystem (¢, z, y, 2).
Im Raumteil R? sei zu Kugelkoordinaten (7,9, ¢) mit dem Bezugssystem
(z,y, 2) iibergegangen, d.h. R? = R* x,.S2. Diese Raumzeit heift Schwarzschild-
Raumzeit SRZ = (SRZ, g), wenn die Metrik g im ausgezeichneten Koordi-
natensystem gleich der Schwarzschild-Metrik (M bezeichnet in der Metrik
eine Konstante)

ds* = —hdt* + h=tdr® + 2 (d* + sin*0de?), wobei

h=h(r)y=1-2M/r )

ist. Physikalisch ist M die Masse des Zentrum. Das dieser Darstellung zu-
grunde gelegte Koordinatensystem wird auch Schwarzschild-Koordinaten ge-
nannt.



O

Das Vektorraumbiindel TR? ist global trivial, TR* = R?* x R*. Betrachtet
man den metrischen Schwarzschild-Tensor in den Schwarzschild-Koordinaten
(Darstellung (4)), so sieht man, da —h, h=1, 72,72 sin? ¢ die Eigenwerte des
metrischen Tensors bezogen auf die Schwarzschild-Koordinaten sind.

Wir haben ¢ = G = 1 gesetzt. Mit dieser Annahme spricht man von rela-
tivistischen (geometrisierten) Mafeinheiten. Wir werden durchgingig diese
benutzen. Wegen ¢ = 1 ist die Léngeneinheit 1m gleichzeitig eine Zeiteinheit
(d.h. eine Bewegungseinheit), ndmlich die Zeit (Bewegung, Energie), die das
Licht fiir die Strecke von 1m benétigt:

1Sekunde = 2,99792 - 105m. (5)

Aus G = 1 (Gravitationskonstante) folgt dann aus der klassischen Mafsein-
heit fiir G = 6,673 - 1072"m3/(kg - s?), dah

lkg = 7,425 - 10~ ®m. (6)

In diesen Koordinaten ist die Schwarzschild-Metrik (4) bei r = 2M singulér
(Schwarzschildsphire). Genau genommen, ist der R* mit der Metrikdefiniti-
on (4) fir r < 2M keine exakte Raumzeit mehr, da sich die Signatur von
(— + ++) auf (+ — ++) verdndert. Wir betrachten hier grundsétzlich nur
den Fall r > 2M. Bei fast allen Objekten, wo das Schwarzschild-Raumzeit-
Modell sinnvoll ist, liegt die Schwarzschildsphére innerhalb des Objektes. Es
sei hier nur bemerkt, daff diese Singularitdt nur eine Koordinatensingularitét
mit nicht zu vernachléssigender physikalischer Bedeutung ist.

3 Abhangigkeit der Schwarzschild-Metrik vom Ko-
ordinatensystem

Die Schwarzschild-Metrik (4) ist in Kugelkoordinaten mit einem speziell ge-
wéahltem Bezugskoordinatensystem gegeben. Die Kugelkoordinaten beziehen
sich immer auf ein kartesisches Bezugskoordinatensystem: 9 - der Polar-
winkel, der Winkel des Punktvektors zur z-Achse, ¢ der Azimutwinkel, der
Winkel der Orthogonalprojektion des Punktvektors auf die Aquatorialebene
(xy-Ebene) zur positiven z-Achse. In der Darstellung (4) der Schwarzschild-
Metrik sind keine gemischten Glieder enthalten. In den Kugelkoordinaten



gilt geméft Definition

=t 0 0 dr
ds* = —h dt® + (dr 9 dy) 0 r? 0 dd (7)
0 0 r2sin®v dy

Zunichst stellen wir die Schwarzschild-Metrik im kartesischen Bezugskoor-
dinatensystem dar.
Zur Umrechnung in das kartesische Bezugskoordinatensystem wird die Jacobi-
Matrix J bendotigt

= m = S diag(1,r,rsind) mit
sincosp costcosp —sing (8)
S = sind¥sing cos¥sing cosy € SO(3)
cos —sind 0

Die Koordinaten im Bezugskoordinatensystem (fiir die Kugelkoordinaten)
bezeichnen wir mit(¢, z,y, z). Mittels der Jacobi-Matrix erfolgt die Koordi-

natenumrechnung;:
dr dx
a9 | =J7 1 dy (9)
dy dz

Fiir das Linienelement gilt dann

dx
ds* = —h dt* + (dx dy dz ) Sdiag(h™*,1,1) ST | dy (10)
dz

Die Relation (8) hier eingesetzt ergibt (I sei die Einheitsmatrix)

9" = S diag(h™1,1,1) ST
sin? ¥ cos? ¢ sin?¥sin pcosp  sint cos 1 cos @
=TI+ t-1)| sin®?dsinpcosp  sin®Isin®p sin ¥ cos ¥ sin
sin cos¥ cos  sind cos ¥ sin cos® ¥
=TI+ t-1)58,
(11)
Den dreidimensionalen metrischen Tensor S diag(h=!,1,1) ST bezeichnen
wir mit T?;%hw. Im R* mit dem kartesischen Bezugskoordinatensystem hat



dann der metrische Tensor T°¢" der Schwarzschild-Metrik die Form

~h 0 0 0 00 0 0
ol 0 100 _ 0
TSchw — 0 01 0 + (bt —1) 0 s, (12)
0 0 0 1 0

In den kartesischen Koordinaten statt der Kugelkoordinaten wird 75¢" zu

0 0 0 O

T = diag(—h,1,1,1) + A —1[ 0 & sy =z (13)
= BT S r2 0 zy y*> yz
0 zz yz 2°

Die Eigenwerte Ao, A1, A2, A3 von T5¢" sind die Nullstellen des Polynoms
det(TSM — \I):

—~h—X 0 0 0
det(T5M — \I') = 8 T _ AT
0
— (—h—)) jTSC’“" )\I‘ (14)
= (=h =) |S diag(h™",1 1) ST — 8 (AI) ST
= (=h = \) |[diag(h™" =X\, 1 =X\, 1 =)
=(=h—=2})

A - )(hl—A)

Folglich hat 79" cinen zweifachen Eigenwert 1, einen einfachen —h und
einen einfachen A~!. Der metrische Tensor der Schwarzschild-Metrik hat in
kartesischen Koordinaten die Eigenwerte —h, h~!,1,1. Dann existierte ei-
ne Matrix S; € SO(4) (deren Spalten die normierten Eigenvektoren sind)
derart, dafs

TShe — S, diag(—h, h~1,1,1) ST

ist. Ist der metrische Tensor im kartesischen Koordinatensystem die Diago-
nalmatrix diag(—h, h™1,1,1), so ist es in den zugeordneten Kugelkoordinaten
(—h,h=t r2 r? sin? ). Das bedeutet, wenn im kartesischen Koordinatensy-
stem der metrische Tensor die Diagonalmatrix diag(—h, h™!,1,1) ist, liegen
die Orbits aller gebundener Geodiiten in der Aquatorialebene. Umgekehrt,
wenn alle Orbits in der Aquatorialebene liegen, dann ist (in kartesischen



Koordinaten) der metrische Tensor die Diagonalmatrix diag(—h,h=1,1,1).
Tatsédchlich, wenn das nicht so ware, gebe es eine Rotation, die den metri-
schen Tensor in die benannte Diagonalform bréchte (ein Charakteristikum
der Schawarzschild-Metrik sind die Eigenwerte —h,h~!,1,1). Da aber die
Geodéaten schon vorher dquatorial waren, mufs diese Rotation die Identische
sein. Mit anderen Worten es existiert ein durch Rotation aus dem Bezugs-
koordinatensystem gewonnenes kartesische Koordinatensystem in dem der
metrische Schwarzschild-Tensor eine Diagonalmatrix ist.

Zum Abschluss dieses Abschnittes betrachten wir noch die Transformation
des metrischen Schwarzschild-Tensors bei einer rdumlichen Rotation des Be-
zugskoordinatensystems. Da in der Schwarzschild-Raumzeit der Koordina-
tenursprung durch das Gravitationszentrum fixiert ist, sind nur Rotationen
interessant. Die t-Koordinate ist eine allgemeine Bewegungskoordinate, die
ebenfalls als fixiert anzusehen ist. In der Schwarzschild-Raumzeit sind al-
so nur Rotationen des Raumteils von Interesse. Rotationen des R werden
mit der orthogonalen Gruppe SO(3) beschrieben. Es sei s € SO(3) eine or-
thogonale Matrix (s? - s = Einheitsmatriz) mit Detreminante Eins, d.h.
eine Rotation des R3. Die kartesischen Koordinaten des Bezugskoordinaten-
system der Kugelkoordinaten (7,1, ¢) bezeichnen wir weiterhin mit (z,y, z).
Dann sind folgende Koordinatentransformationen zu betrachten:

(tz,y,2) = (6, 5,9,2) =t x (,y,2) - s (15)

Wir gehen vom kartesischen Bezugskoordinatensystem aus. Der Weg der
Transformation von den Kugelkoordinaten zum Bezugskoordinatensystem
ist oben beschrieben. Im kartesischen Bezugskoordinatensystem sei das Li-
nienelement gegeben mit (siehe (9))

3
ds® = goodt® + ) gijda’da’ (16)

4,j=1

1 3

wobei ! =z, 22 =y, 2® = z und 9ij = Gji, © # j. Den metrischen Ten-

sor bezeichnen wir kurz mit 79" und den metrischen Subtensor (9i)3 j=1
mit T szhw. Da die Koeffizienten von s beziiglich des betrachteten Raumes

Konstanten sind, folgt aus (10)

(dt, dz, dy, dz) = dt x (dz, dy, dz) - s,

17
(dt, dz, dy, dz) = dt x (dE, dj, dZ)- s’ (17)



Damit wird das Linienelement im transformierten Koordinatensystem zu

ds® = goodt® + (do dy dz ) T5M™ (de dy dz )’

_ 2 = g~ s T pSchw = g~ o \T (18)
= goodt +(dx dy dz)os T; 5'(d$ dy dz)

Fiir den 4-dimensionalen metrischen Schwarzschild-Tensor 75" im rotier-
ten Koordinatensystem (¢, Z, 7, Z) gilt dann

goo O 0 0
Schw __ 0
T - 0 ST TéS'chw s (19)
0

Nun noch einige Bemerkungen zu den Geodéten. Insbesondere beweisen
wir eine wesentliche Verstirkung der Aussage in [1]. Es sei (R?*, g) ei-
ne Schwarzschild-Raumzeit und das Koordinatensystem sei derart, dafs die
Schwarzschild-Metrik mit (4) gegeben ist. Und ~ eine beliebige Geodéte in
ihr. Eine Geodéte ist eine Kurve fiir die die kovariante Ableitung der Tan-
gente nach der Tangente in jedem Punkt verschwindet. Aus dieser Definiti-
on folgen (fiir die Schwarzschild-Raumzeit) die Bewegungsgleichungen einer
Geodite. Zu jeder Geodite v (auRerhalb der Schwarzschild-Sphére) existie-
ren Konstanten F und L, sodass die Bewegungsgleichungen

, dt
(i3) r?sin®0 Z—f =L (20)
o Ao g dU] o dp o
(vit) o {r ClT:| =r smﬁcosﬁ(dT)

gelten.
Das Orbit 4 = 03(y) der Geodéte ~ ist die Projektion in den Raumteil der
Schwarzschild-Raumzeit

03:R* =R xR® - R? (21)

Im zusétzlich ausgezeichneten Koordinatensystem - das Orbit der Geodéte
liegt in der Aquatorialebene ¢ = 7 /2 - gilt zusétzlich die Energiegleichung

L2
r2

dr

B2 = (5P + (1+ )h(r) (22)
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Eine Geodéite heifst gebundene Geodéte, wenn der Radius-Vektor des Or-
bits der Geodédte nach oben und unten beschrinkt ist, d.h. weder in das
Zentrum noch in das Unendliche entweicht. Die Elektronen-Geodéten sind
spezielle gebundene Geodéaten.

Wir wollen zunéchst zeigen, wenn im gewéhlten (Bezugs-) Koordinatensy-
stem in den entsprechenden Kugelkoordinaten der metrische Tensor die Dia-
gonalmatrix diag(—h, h=1,r2,r? sin? ) ist, dann liegt das Orbit jeder gebun-
denen Geodite in der Aquarorialebene. Es sei 7 eine gebundene Geodiite. Es
ist wohl bekannt (siehe z.B. ?? oder weiter unten Satz 1), daf es im o3(R*)
eine Ebene (durch den Koordinatenursprung) gibt, in der das Orbit ¥ der
Geodéite « liegt. Diese spezielle Ebene heifst Orbitalebene und wird durch
eine Normalenvektor 7 = (i, iy, 7,) definiert:

G={(x,y,2) € R®: flpx + fyy + 7,2 = 0} (23)
Die Kugelkoordinaten dieser normierten Normale werden wie folgt bezeichnet

n=(1,0,9)

Der Zusammenhang zu den kartesischen Bezugskoordinaten wird gegeben
durch

M, = sinf cos ¢

My = sin @ sin ¢ (24)

n, = cosf.

Nach Einsetzen dieser Werte in die Gleichung der Orbitalebene und Ubergan
zu den Kugelkoordinaten erhalten wir

G ={(z,y,2) € R : iiyw + ity + iz = 0}

25
= {(r,9,0) € R" x, 5% : sin¥sinf cos(p — ¢) + cosfcos® = 0} (25)

Beziiglich der Koordinatentransformationen, Kugelkoordinatem — kartesi-
schen Bezugskoordinatensystem und (fixe) Rotatioen des kartesischen Koor-
dinatensystems, bleibt die Orbitalebene immer eine Ebene durch den Koor-
dinatenursprung.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werde, daft die
Geodéte nach der Bogenlinge 7, dr? = —ds? parametrisiert ist. Das Orbit
~ der Geodéte v liegt vollstdndig in G und geniigt somit der Orbitalebenen-
Gleichung

sin¥sin 6 cos(p — @) + cosfcos¥ =0, (r,9,¢) € 7.
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Die Differentetion nach 7 und die Beriicksichtigung der Orbitalebebe-Gleichung
(30) ergibt sich
¢’ sin O sin ¥ sin(p — @) = ¥’ [cos I sin O cos(p — ¢) — cos O sin 1]
¢’ sin0sin Isin(p — ¢) = —0 cos @ [cos® ¥ + sin® I (26)
—(r? sin? ¥¢’) sin f sin(p — ¢) = 729 cos b

Unter Berticksichtigung der Bewegungsgleichung
dy
r2d— cosf = —Lsinfsin(p — ¢) (27)
T

Es sei erinnert, wir sind im ausgezeichneten Koordinatensystem (metrischer
Tenson ist Diagonalmatrix (4)).

Es sei s € SO(3) die Rotation, die die Normale der Orbitalebene in die
positive z-Achse dreht. Fiir s kann folgendes Element aus SO(3) gewihlt

werden
cosfcos¢p —sing sinfcos ¢

s=| cosfsing cos¢p sinfsing , |. (28)
—sinf 0 cos 6

Fiir diese Rotation (im Bezugskoordinatensystem der Kugelkoordinaten) gilt
ni-s = (sindcos g, sindsing, cosd)-s=(0,0,1). (29)

Die Orbitalebene G wird mittels s in die Aquatorialebene {z = 0} transfor-
miert:

é-s:{(x,y,z)eR?’:z:O}.

Da® C é, transformiert s das Orbit in die Aquatorialebene. Das Orbit liegt
vollstdndig in der Orbitalebene G = {(r, 9, ¢) : tanf tan ¥ cos(p — ¢) = —1}.
Dann gilt auch fiir die Tangente 7' C G

(%(rsinﬂcoscp), %(rsinﬂsing)), %(rcosﬁ)) eqG. (30)

Die Normale n der Orbitalebene G ist 7 = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosh),
7 -4 = 0. Aus (30) wird dann unter Beachtung der Bewegungsgleichungen,
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der Orbitalebenen-Gleichung und (32)

0 = sin @ cos ¢[r' sin ¥ cos ¢ + r cos ) cos p — 1’ sin ¥ sin ]+
+ sin @ sin ¢[r’ sin ¥ sin  + 79’ cos I sin p + r¢’ sin 1 cos |+
+ cosO[r’ cos ¥ — r sin ] =
= r'[sin 0 sin Y(cos ¢ cos ¢ + sin ¢ sin ) + cos 6 cos I]+
+ 719 [sin @ cos ¥(cos ¢ cos ¢ + sin ¢ sin ) — cos @ sin Y]+
+ 7 sin 0 sin Y (sin ¢ cos p — cos g sin ) =
= 719[sin 0 cos ¥ cos(¢ — ) — cos O sin Y]+
+ ¢’ sin@sindsin(¢ — ) =
= —r®'[cos® ¥ cos O sin ! 19 4 cos O sin 9]+
+r¢’ sin@sindsin(¢ — ) =
= —Y cosfsin~ 9 4 1y’ sin § sin ¥ sin(p — @)
0= —r29 cos @ + 12y’ sin O sin ¥sin(d — @) =
= sinfsin(p — ¢)[L + r’¢ sin® ]
0 = Lsinfsin(p — ¢)

Da die letzte Gleichung aus (31) fiir alle ¢ und ¢ auf vy mit sin?d # 0 gilt,
mufs
sinf = 0. (32)

Dies bedeutet aber, dak die Orbitalebene G die Aquatorialebene (xy-Ebene)
ist. Folglich gilt

Satz 1 (Aquatorialebene). Es sei (R?, g) eine Schwarzschild-Raumzeit und
das Bezugskoordinatensystem sei so gewéhlt, das die Schwarzschlid-Metrik
in den zugeordneten Kugelkoordinaten in der Form (4) gegeben ist. Dann
liegen die Orbits aller gebundenen Geoditen in der Aquatorialebene (zy-
Ebene).

O

Anders gesagt, ist das Koordinatensystem im R* so ausgewihlt, da in den
Kugelkoordinaten mit diesem Bezugskoordinatensystem der metrische Ten-
sor der Schwarzschild-Metrik eine Diagonalmatrix diag(—h, h=1, 72, r? sin? )
ist, liegen simtliche gebundene Geoditen in der Aquatorialebene. Betrach-
ten wir dieses Ergebnis aus anderer Sicht. Gegeben sei eine Schwarzschild-
Raumzeit (R%,g). Fixieren wir im R* ein kartesisches Koordinatensystem.
Aus der Definition heraus existieren die Schwarzschild-Koordinaten in de-
nen die Metrk den Ausdruck (4) annimmt. Das kartesische Bezugssystem
zu den Schwarzschild-Kigelkoordinaten kann dann gegeniiber dem fixierten
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nur rotiert sein (der Koordinaten ursprung mufs identisch sein, und Ach-
sen (euklidisch) Orthogonal). In dem fixierten Koordinatensystem ist die
Schwarzschild-Metrik nicht notwendig in der Diagonalform gegeben. da beim
Ubergang von Kugelkoordinaten zum Bazugssytem und vom Bezugssystem
zum rotierte Ebenen in Ebenen abgebildet werden, existiert eine Orbitalebe-
ne G - die nicht notwendig mir der Aquatorialebene zusammenfllt - in der
sdmtliche Orbits gebundener Geodéten liegen. Diese Ebene habe die Normale
(in Kugelkoordinaten) 7 = (1,6, ¢). Die dazugehorige Rotation s (24) bringt
eine solche Koordinatentransformation, dafs im rotierten Koordinatensystem
der metrische Schwarzschild-Tensor die oben benannte Diagonalmatrix ist
und die Orbits der gebundenen Geoditen liegen in der Aquatorialebene.
Einzelheiten zu dieser Koordinatentransformation haben wir bereits weiter
oben fixiert.

4 Die Schwarzschild-Uberlagerung

In diesem Abschnitt definieren wir den Raum, das Modell, in dem und mit
dem wir die Molekiilbildung beschreiben, die Schwarzschild-Uberlagerung.
Dem Molekiil liegt das Atom zugrunde. Ein Atom ist eine wohl definier-
te Geodéatenstruktur einer Schwarzschild-Raumzeit mit dem Zentrum im
Atomkern und einer durch den Atomkern definierten Raumkriimmung. Das
zugrunde gelegte Atommodell ist in [1] entwickelt.

Der Raumteil einer Schwarzschild-Raumzeit ist das Bild der zweiten ortho-
gonale Projektion des R* = R x R? in den R?® und die Projektion einer
Geodéte in den Raumteil wird Orbit der Geodédte genannt. Die speziellen
Geodéten eines Atoms werden Elektronen-Geodéaten genannt. Die wichtig-
sten, hier vorausgesetzten, Eigenschaften der Geodéten eines Atoms sind
(siehe [1])

e Das Orbit einer Elektronen-Geodéaten ist eine geschlossene Kurve endli-
chen Linge im R? und die Projektion des Zentrums der Schwarzschild-
Raumzeit liegt im Inneren der von der Geodéte berandeten endlichen
Fléche.

e Die Elektronen-Geodéten ~ sind in Schalen gruppiert.

e Alle Geodéten einer Schale haben die gleiche Energie E, den gleichen
Drehimpuls L und die gleiche Orientierung sign dr/dr(0).
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e Das Orbit ¥4, d.h. die Projektion in den Raumteil, jeder Elektronen-
Geodéten liegt in einer Ebene des Raumteils durch den Koordinatenur-
sprung.

e Die Orbits sémtlicher Elektronen-Geodéten liegen in ein und derselben
Ebene durch den Koordinatenurssprung (siche [2]).

e Mittels einer Rotation s € SO(3) wird erreicht, dafs samtliche Or-
bits der Elektronen-Geoditen in der Aquatorialebene ¥ = 7/2 liegen.
Dieses Element s ist bis auf den Stabilisator Hyrsy C SO(3) genau
bestimmt.

Gegeben sein n Atome, die je eine Schwarzschild-Raumzeit sind. Das bedeu-
tet im R* sind n Schwarzschild-Metriken ¢\9), j = 1,...,n gegeben. Anders
gesagt es sind n Schwarzschild-Raumzeiten (R*, ¢)) gegeben.

Definition (Schwarzschild-Uberlagerung). Gegeben seien n Schwarzschild-
Raumzeiten (R*, g()), j =1,...,n. Es seien C's die disjunkte Vereinigung

Cs = Lnjl (R*, gU)) (33)

und 7 : C's — R* die surjektive Projektion
W:CSZU (R*, g9 o (RY, gV)) 3 ps p e R (34)

Die n-blittrige Uberlagerung (C's, R*, ) heikt Schwarzschild-Uberlagerung,
wenn die kartesischen Koordinatensysteme des R* der einzelnen Blitter mit
dem der Basis R* identisch sind.

O

Mit (¢, 7,9, @) bezeichnen wir die dem gemeinsamen kartesischen Koordina-
tensystem zugeordnete Kugelkoordinaten. Im Raumteil oéj )(R4) eines jeden
Blattes existiert geméfs Satz 1 eine Orbitalebene. Das bedeutet fiir jedes
j € {1,...,n} existieren zwei Winkel §; und ¢; derart, dak die Orbits sdmtli-
cher gebundener Geodiiten 7U) der Schwarzschild-Raumzeit (R*, g¢/)) in der
Orbitalebene G liegen

F9)  {(r,9,0) € RT x,, 5% : sin6; sin 0 cos(p — ¢;) +cos 0 cos ) = 0} (35)

Weiter sei
‘ cosfjcosp; —sing; sinb;cos;
sU) = | cos 0jsing; cos¢; sinfjsing; , | . (36)
—sin 6; 0 cos 0;
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ein Element aus s9) € SO(3). Diese Rotation des Raumteils von (R?*, g(/))
transformiert die Orbitalebene des j-ten Blattes in die gemeinsame Aquato-
rialebene. Oben hatten wir gesehen, wenn alle Orbits in der Aquatorialebe-
ne liegen, dann ist der metrische Schwarzschild-Tensor die Diagonalmatrix
diag(—h,h=1,1,1). Da g\ eine Schwarzschild-Metrik ist, hat der metrische
Tensor (¢\7)) die Form

—~hj 0 0 0

(g9) = 0 g?; 9?2; 9?;
0 92]' 92]2 921'
o ) )

und unter Beriicksichtigung der Rotation s()

—h; 0 0 0
, 0
() = . A
(g) 0 sYWdiag(h~,1,1) (5(7))T
0
—h; 0 0 O
B 0 1 00 n
N 0 010
0 0 01
0 0 0 0
n (h_l ) 0 cos® 0; cos? oj cos? fjsin¢jcos¢; —sinf;cosb;cos ¢;
i 0 cos? 0 sin ¢ cos ¢; cos? 0; sin? o} —sin @ cos 6; sin ¢
0 —sinfjcosbjcosgp; —sinb;cosb;sing; sin? 0;

= diag(—hj,1,1,1) + (hj_1 —1)(vi5)

(37)
Ubrigens dies ist auch die allgemeine Form einer Schwarzschild-Metrik in
einem kartesischen Koordinatensystem.
Mit Hilfe der Schwarzschild-Uberlagerung soll das Molekiil beschrieben wer-
den. Dabei sollen die einzelnen Blétter die beteiligten Atome représentieren.
Die Atomkerne - die Koordinatenurspriinge der R* - haben alle die gleiche
Position, d.h. es ist immer 7—'(0). Im Molekiil ist das natiirlich nicht so.
Zumindest im Raumteil von 7(C's) haben die Atomkerne unterschiedliche
Position. Betrachten wir der Einfachheit halber nur zwei Atome, d.h. ei-
ne zweiblittrige Schwarzschild-Uberlagerung C's. Im Molekiilverband haben
die beiden Atomkerne im o3 o 7(C's) die Positionen p(*) und p(?. Die Atom-
struktur - Atomkern plus Elektronen-Geodéten - befindet sich jeweils in der
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jeweiligen Orbitalebene éj. Verschiebt man nun diese Atomstrukturen (Or-
bitalebenen) parallel in den jeweiligen Punkt pU) ergeben sich im Raumteil
zwei Ebenen in denen das jeweilige Atom wirkt. Sollen diese beiden Atome in
irgendeiner Art und Weise eine Verbindung eingehen, so miissen sich dieses
Ebenen zumindest schneiden. In der Schnittmenge existiert dann mindest ein
gemeinsamer Punkt beider Ebenen. Wéire das Ausgangskoordinatensystem
parallel mit dem Koordinatenursprung in diesem gemeinsamen Punkt befén-
den sich die beiden Atomstrukturen wieder in den Orbitalebenen durch den
Koordinatenursprung. Somit kann angenommen werden in einem Molekiil-
verband sind die Atomkerne immer auf der Orbitalebene des eigenen Atoms.
Genauer untersuchen wir dies in der folgenden Sektion.

5 Chemische Bindung

Die Atome eines Molekiils interagieren miteinander. Dieser Interaktion wid-
men wir nun unsere Aufmerksamkeit. Interaktion kann nur bedeuten, daf
die Geodéten der duferen Elektronen-Schale in eine gewisse Interaktion tre-
ten. Wenn auch Geodéten weiter innerer Schalen beteiligt wéren, kdnnte es
Kollisionen mit denen der weiter dufseren geben.

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen betrachten wir zunsichst den Fall von
zwei Atomen im Molekiil, d.h. eine zweiblittrige Schwarzschild-Uberlagerung
Cs = (R*, gM)J(R?*, g@). Es seien 41 und 72 je eine Geodite der jeweils
duferen Elektronen-Schale, die im R* nach der Eigenzeit parametrisiert ge-
geben sind:

v = A (1), 9(7), (7)) : T € R} (38)

Mir haben nicht gefordert, daf die Geodéten ; und o auch tatséchlich
Elektronen im Atommodell sind, es kénnen auch 'unbelegte’ Geodéten der
jeweils dufseren Schale sein.

In einem Molekiil konnen die einzelnen Blitter der Schwarzschild-Uberlagerung
(Cs,R*, ) nicht unabhingig voneinander sein, es existiert eine Interaktionen
zwischen den Bléttern. Diese Interaktion kann sich nur auf die Elektronen-
Geodéten des jeweiligen Blattes beziehen. Fiir eine Geodéte verschwindet
die kovariante Ableitung der Tangente entlang der Tangente und im Molekiil
muf eine Art vereinigter 'Geodéte’ entstehen. Deshalb miissen im Interakti-
onspunkt mindest die Tangentialrdume zusammenfallen. Es ist offensichtlich,
daf nur Elektronen-Geodéaten der dufieren Schale interagieren konnen, da es
sonst zu Kollisionen mit anderen Geodéten kommen koénnte. Aufserdem kon-
nen nicht beide an der Interaktion beteiligte Elektronen-Geodéten tatséch-
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lich Elektronen der beteiligten Atome sein, da ja auch die neue gemeinsame
"Geodate’ nur ein Elektron sein kann. Physikalisch gesehen passiert die Bin-
dung iiber Elektronen die um zwei Atomkerne kreisen, eine Art ’Acht’.

In der Schwarzschild-Uberlagerung sind die Zentren (Atomkerne) der Blt-
ter alle im Koordinatenursprung gelegen. In einem Molekiil sind die Zen-
tren raumlich gegeneinander positioniert. Deshalb ist in der Schwarzschild-
Uberlagerung (C's,R*, ) die (identische) Projektion 7 um eine Parallelver-
schiebung zu erweitern. Parallelverschiebungen éndern die Tangentialrdume
nicht. Die Positionierung der beiden Atomkerne im Molekiilverband ist durch
zwei Punkte 51 und p(® im Raumteil o3 0 7(C's) gegeben. Mit PU) bezeich-
nen wir die Parallelverschiebung

R (¢,2) — (t,7 — p)) e R (39)

Dann wird mittels PU) o das j-te Blatt der Schwarzschildiiberlagerung C's
mit der entsprechend transformierten Metrik ¢(@) die Schwarzschild-Raumzeit
des j-ten Atoms. Fiir beide Atome haben wir somit das gleiche Koordinaten-
system, die Tangentialraume wurden nicht verdndert und die disjunkte Ver-
einigung beider parallel verschobener Blatter ist wieder eine Schwarzschild-
Uberlagerung. Deshalb ist es hinlinglich im Molekiilmodell Schwarzschild-
Uberlagerungen zu betrachten.

Gegeben sei eine zweiblittrige Schwarzschild-Uberlagerung (C's, R*, ), wo-
bei Cs = (R*, gM) U(R?, g)). Wir erinnern, in allen drei R* sind identische
Koordinatensysteme gegeben. In jedem Blatt ist eine Atomstruktur gegeben,
d.h. eine Schalenfamilie von Elektronen-Geoditen. Es seien v(!) und () zwei
Elektronen-Geodéten der jeweils &ufteren Schale. Dabei sei eine Geodéte eine
tatsichliche (belegte) Elektronen-Geodéte und die zweite eine potentionelle
nicht belegte Elektronen-Geodéte der dufseren Schale. Interaktion der beiden
Geoditen bedeutet also Existenz je eine Punktes a¥) € ) derart, daf die
Tangentialrdume an die entsprechende Geodéte in diesen Punkten zusam-
menfallen. Wir nennen den Punkt a() Andock-Punkt der Geodite v,
Im Raumteil bedeutet dies geometrisch, dafs nach der Parallelverschiebung
der beiden Orbits innerhalb der jeweilgen Orbitalebene so, daf der Andock-
Punkt im Koordinatenursprung liegt, sich die beiden Orbits im Ursprung
beriihren. Die Projektion des gemeinsame Tangentialraum in den Raumteil
ist dann die Schnittgerade der beiden Orbitalrdume. Man kann sich das Bild
im Raumteil vorstellen als ein Dach, der Andock-Punkt liegt auf dem Dach-
first und das Dachfirst selbst ist die Tangente an beide Orbits.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnene wir annehmen, dafs das erste
Atom in der Aquatorialebene liegt. Dann ist das Linienelement der ersten
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Schwarzschil-Metrik ¢
ds® = —hy(r) dt* + ha(r) ™ dr® + 1% d0* + r?sin?p dg®  (40)
und die Orbitalebene G(1)

G = {(r,9,0) e RT x, 5% : 9 = g} (41)

Fiir das das zweite Atom existieren dann zwei Winkel 6§ € [0,7) und ¢ €
[0,27) derart, dafs die Orbitalebene des zweiten Atoms gegeben ist mit

G = {(r,0,p) € R* x, 5% : sinfsin v cos(p — ¢) 4 cos O cos ) = 0}, (42)

oder mit n, = sin 6 cos ¢, n, = sin@sin ¢ und n, = cos @ in den zugeordneten
kartesischen Koordinaten

G = {(z,y,2) e R®: an, + yny + zn, = 0} (43)

und der metrische Tensor des zweiten Atoms hat im kartesischen Bezugsko-
ordinatensystem die Form (38)

—h 0 0 0

0 .
(9(2)) - 0 s diag(h;l, 1,1)s7 | wobei
0 (44)
cosfcos¢p —sing sinfcos o
s=| cosfsing cos¢ sinfsing ,
—sinf 0 cos 6

Die beiden Geodéten nehmen wir als nach der Eigenzeit 7 parametrisiert an

AW = {(tV(7),29 (7), 4D (7). 20 (7))} (45)

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafs die jeweiligen Andock-Punkte

a9 € 4U) dem Wert 7 = 0 entsprechen. Die Tangentialgeraden werden
N

durch die Tangentialvektoren ('y(J )) aufgespannt

. (9) dx() dy9) dz)

W) — @ z dy*” z 4
(+9) = Z=(0) G+ == (0) 0+ = (0) 0, + ——(0) 0. (49)
Das Orbit jeder Geodaten liegt vollstdndig in der Orbitalebene. Folglich ist
03 - (fy(j)), im Durchschnitt beider Orbitalebenen

A () dy@) dz()
(1) cp={% v, =0, B
03 (fy ) cD { o ng + i 0, o 0p. (47)
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In den Kugelkoordinaten hat die Durchschnittsmenge die Darstellung

D = {sinf cos(p — ¢)[r' sind + r’ cos 9] = r¢’ sin¥sin O sin(p — ¢),

48
r’ cos ) = r¥ sin} (48)

Betrachten wir zunéchst das erste Atom etwas genauer. Die Tangente ist
dann unter Beachtung der Bewegungsgleichungen (in die die Metrik eingeht)

Y’ = B B2 — Vi (r) L 1
(1) = o O+ VEE - ADO) 04 L g, (49)
wobei Ej die Energie, L der Drehimpuls und Vi(r) die Potentialfunktion
der Geodite vV sind. Gleichzeitig erfiillt die Tangente im Raumteil (47) /
(48) (unter Beachtung von ¥ = 7/2)

dx@ dy™
0= dr N dr "y
(1) (1)
= d; sinf cos(p — ¢) — dﬁ rsinfsin(p — @)
T T
-1
= sinf [\/E% — Vi (rM(0)) cos(¢(0) — @) — Ly (r(l)) sin(p(0) — gb)] :

(50)
Das bedeutet, damit im Raumteil die Tangente an v(!) im Andock-Punkt
a im Durchschnitt der beiden Orbitalebenen liegt, muf entweder

0=0
oder im Andock-Punkt

r(D\/E? — Vi cos(p — ¢) = Lysin(p — ¢).

Wenn 0 = 0, dann ist auch die Orbitalebene des zweiten Atoms mit der des
ersten identisch.
Nun zum zweiten Atom.

dr i+ dr (0)({“)35—&—7(0) y+7

Die Orbitalebene G®?) hat die Normale 77 = (ng,ny,n.) = (1,6,¢). Wir

fiihren die Koordinatentransformation

(tviagl 2) = (tv (m,y,z) ' 3) (52)

aus. Hierbei ist s € SO(3) die Matrix (54). In dem neuen kartesischen Koor-
dinatensystem ist der metrische Tensor es zweiten Atoms die Diagonalmatrix

o di@ dz(® dy@ dz(2)
(@) = - (0) 0. (51)
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diag(—heo, hy 11,1) und in dazugehérigen Kugelkoordinaten (t,r,@, ©) hat
die Metrik die ausgezeichnete Form (4) und die Orbitalebene ist die Aquato-
rialebene im Koordinatensystem (z, g, Z). Die Tangente in Kugelkoordinaten
des Bezugssystems (¢, Z, 7, Z) hat die Form

/ E2
(+@)' = 2o+ VER Va0, + Ly 0. (53)

Aus
T = rsinﬁcosgb, Y= rsinﬁsin@, Z=rcos?
ergibt sich unter Beachtung von 9 = 7 /2

O = (cos @ Oz + sin@ 0y)
r &; = —singb aj—FCOSLﬁ ag

und folglich wird (53) zu
(7(2)>/ = 522 O+
+ <cos gb\/ﬂ - LQ:(;I;@> Oz + (55)
+ <sin¢, /B2 — Vs + LQT(E‘;f@) 0;

07 = 5110z + 3218y + 8310,
83; = 5190y + 3228y + 8390,

Wegen (52) ist
(56)

Da die Tangente (7(2)), im Durchschnitt beider Tangentialebenen liegen soll
(siche (47)), muf der Koeffizient vor 0, verschwinden:

- Losin @ L Locosp
<cosgm/E22—Vg—2T(2)(’0>531+<s1n<p\/E§—V2+ 27‘(2) g0>$32:0

(57)

Setzen wir die Werte fiir s;; ein

. Losing\ .
<cos<p\/E§—V2—2r(2)(p> sinf =0 (58)

Das bedeutet, damit im Raumteil die Tangente an v im Andock-Punkt

a® im Durchschnitt der beiden Orbitalebenen liegt, muR entweder
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oder im Andock-Punkt

7"(2)\/E’22 — Vacosp = Lo sin .

Zusammengefafit, entweder fallen beide Orbitalebenen mit der Aquato-
rialebene zusammen oder in den Andock-Punkten gilt

r(l)\/ﬂcos(ga — ¢) = Lysin(p — ¢),
r@ \/ﬂcos @ = Lasinp

Wir nehmen zunéchst an, die beiden Orbitalebenen fallen zusammen und
das Koordinatensystem sei so gewihlt, daf die Orbitalebenen die Aquato-
rialebenen sind. Dann haben die beiden Tangenten die Form

(W‘)' — ij O+ /B2 = V; 0, + L 0, (60)

Die Tangentialgeraden fallen in diesem Fall dann und nur dann zusammen,

wenn
Loy/E2 —Vi| = L1\/E2—Vq

E1L2h2 = E2L1h1

a(®)

(59)

CL(l) a(Q)

(61)

a(l)
Nimmt man zusétzlich an, die Andock-Punkte seien Apo- oder Perihel der
Geodéte, so vereinfacht sich wegen

Vi) = <1 + ((LZ)’)) hy(r0)) = B2
(61) zu

Eq Lohs =Fy Lihy

a(®)

(62)

a(l)

Beide Orbitalebenen seien unterschiedlich und (59) sei notwendiger weise
erfiillt. Wir nehmen jetzt sofort an, die Andock-Punkte seien Peri- oder
Apohel der entsprechenden Elektronen-Geodéte. Dann gilt wegen (59) in
den Andock-Punkten ¢ = ¢ und ¢ = 0 und die beiden Tangenten in den
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Andock-Punkten sind unter Beachtung von (44) und (56)

(70))' — fll 8, + Ly 8,

_ £y 9, — Lising o, + Licos¢ 9,
hi r@) r(1)
@) _ B2 Ly (63)
_&

Ly . Ly
= O — @sm¢ Oy + @cosqﬁ Oy
Da die Koeffizienten vor 9, verschwinden miissen (der Durchschnitt der Or-
bitalebenen liegt in der Aquatorialebene) gilt ¢ = 0. Das zusammenfallen
der Tangentialgeraden in diesem Fall ergibt dann

= By Ly r?

a(?

Ey Ly v

ha

a

hi

a(?

(64)
a(l)
Somit ist folgende Definition sinnvoll
Definition (Molekiil). Eine n-blittige Schwarzschild-Uberlagerung (n Ato-
me) (C's,R*, ) heift Molekiil, wenn es eine Folge von Zifferpaaren {i, j} mit
1,7 = 1,...,n derart gibt, dafs
(1) jede der Ziffern (Atome) 1,2, ...,n mindestens einmal vorkommt,
(2) fur jedes Ziffernpaar {i,j} besteht zwischen dem i-ten und j-tem Blatt
der Schwarzschild-Uberlagerung eine chemische Bindung.
O
Definition (chemische Bindung). Es sei (C's,R*, 7) eine Schwarzschild-
Uberlagerung. Zwei Blétter (R, g(j)), j = 1,2 heiflen chemisch gebunden,
wenn in der duferen Elektronen-Schale des einen Blattes (Atoms) eine poten-
tielle nicht belegte Elektronen-Geodite v(1) und im zweiten Blatt (Atom) in
der duferen Schale eine (belegte) Elektronen-Geodiite v(2) (mit der Energie
E; und dem Drehimpuls L;) derart existieren, daf auf jeder dieser Elektronen-
Geodite ein Apo- oder Perihel al), j = 1,2 - die Andock-Punkte - so exi-
stieren, daf sich die jeweils um a() parallel verschobenen Blitter im Koor-
dinatenursprung 1. Ordnung beriihren.
Beriihrung erster Ordnung bedeutet:
Entweder die Orbitalebenen beider Blétter fallen zusammen und

B | B
Lihi|,0)  La2ho

oder die Orbitalebenen beider Blatter sind unterschiedlich und die beiden
Andock-Punkte liegen im Raumteil in der Ebene senkrecht zur Schnittgera-

(65)

a(®)
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den der Orbitalebenen und es gilt

Eyr®M
Llhl

Eyr®
o Laho

(66)

a(2)

O

Offensichtlich existiert im zweiten Fall ein durch Rotation des Raumteils
erreichbares Koordinatensystem so, daff die beiden Andock-Punkte in der
zy-Ebene liegen und die beiden Orbitalebenen stehen senkrecht auf der zy-
Ebene. Die Anock-Punkte sind Apo- oder Perihel der Geodéten. Die Or-
bits sind also in den Andock-Punkten lokal konvex, in der Orbitalebene ist
der Orbit komplett auf einer Seite der Tangente (Schnittgerade beider Or-
bitalebenen). Da die sich die in der jeweiligen Orbitalebene verschobenen
Orbits berithren und nicht schneiden (auch nicht mit weiter innen liegen-
den Elektronen-Geodéten) liegen die Geodéten auf unterschiedlichen ’Sei-
ten’ beziiglich der Schnittgeraden der Orbitalebenen. Somit haben sind die
Elektronen-Geodéten auf unterschiedlichen ’Schriagen’ des 'Daches’ aus den
Orbitalebenen mit der Schnittgeraden als Dachfirst. Die Tangente im Apo-
oder Perihel einer Elektronen-Geodéte steht senkrecht auf dem Radiusvektor
des Andock-Punktes. Damit ergibt sich wieder die in der Definition beschrie-
bene Situation der Lage der Elektronen-Geodite. Ubrigens daraus folgt auch
im ersten Fall, daf die beiden Radius-Vektoren in der gemeinsamen Orbital-
ebene eine Gerade bilden miissen.

Anschaulich bedeutet die chemische Bindung, dafs ein Elektron auf seiner
neuen Bahn beide Atomkerne umkreist. Die Bahn ist eine ’Acht’ mit den
Atomkernen im jeweiligen Bogen. Diese 'Acht’ liegt im Raumteil entweder
in einer Ebene oder die Zentren der beiden Bogen der ’Acht’ liegen in einer
Ebene die senkrecht zur Tangente im Knoten der Acht steht. Anders gesagt
im zweiten Fall existiert ein durch Rotation des Raumteils erreichbares Ko-
ordinatensystem so, dafs die beiden Andock-Punkte in der xy-Ebene liegen
und die beiden Orbitalebenen stehen senkrecht auf der zy-Ebene. Man kann
sich das Raumteilbild als ein Dach vorstellen auf dem eine Acht gezeichnet
ist. Entweder ist es ein Flachdach oder der Knoten der Acht liegt auf dem
Dachfirst und die Zentren der beiden Acht-Bogen sind senkrecht zum Dach-
first.

Die Frage nach dem Winkel dieses ’Spitzdaches’ kann in diesem Modell nicht
beantwortet werden, da die Blatter als voneinander unabhéngig betrachtet
wurden. Das bedeutet in einem weiter verfeinertem Modell ist ein zuséatzli-
cher Zusammenhang zwischen den Blatt-Metriken ¢/) anzunehmen. Darauf
haben wir hier verzichtet. Fiir diesen Zusammenhang zwischen den Blattern
ist ein Raumzeit-Modell mit zwei Gravitationszentren anzusetzen. Zudem
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gibt es hier ein Zusammenspiel von Gravitation und Elektromagnetismus.
Es ist zu erwarten, dafs der Winkel des 'Dachfirstes’ recht grofs sein mufs. Mit
anderen Worten, Molekiile haben eine recht flache Grundstruktur.

An dieser Stelle noch eine Bemerkung. In unserem Modell sind wir vom Feh-
len dufserer Einfliisse ausgeggangen. Natiirlich kénnen duftere Einfliisse - wie
z.B. hoher Druck beim Kohlenstoff schafft Diamanten, Tetraeder-Strukturen
- die Lage der Orbitalebenen zueinander verdndern und somit zu anderen
Molekiilformen kommen.

In den Skizzen 1 und 2 sind die ebene und die Dachstruktur im Raumteil
skizziert.

6 summery

Die vorliegende Arbeit ist der dritte und letzte Teil einer ’Trilogie’ zur
Schwarzschild-Raumzeit. Im ersten Teil ( [2] ) wurde gezeigt, daf die "Planeten-
Geodéten’ einer Schwarzschild-Raumzeit rdumlich alle in einer Ebene liegen.
Methode waren hier die geometrische Eigenschaften von speziellen Rotatio-
nen im Raumteil der Schwarzschild-Raumzeit. In der vorliegenden Arbeit
ist dieses Ergebnis dahingehend verschérft, dafs diese Ebene nicht irgend-
eine ist, sondern die Aquatorialebene des Koordinatensystems in dem die
Schwarzschild-Metrik in der bekannten einfachen gegeben ist.

Im zweiten Teil der "Trilogie’ wurde das Modell der Schwarzschild-Raumzeit
auf das Atom angewandt. Durch genauere Betrachtung der Periheldrehung
und der damit zusammenhéngenden elliptischen Integrale wurden die Beson-
derheiten der Elektronen-Geodéten eines Atoms herausgearbeitet. Im vorlie-
genden dritten Teil wurde der Versuch gestartet das Modell einer einzel-
nen Schwarzschild-Raumzeit zu verlassen. Auf das Molekiil - die Verbindung
mehrerer Atome - ist als Ganzes das Modell der Schwarzschild-Raumzeit
nicht anwendbar; es gibt kein (Gravitations-) Zentrum. Folgerichtig ist der
Schritt von einer einzelnen Schwarzschild-Raumzeit zu einer Uberlagerung
mehrerer Schwarzschild-Raumzeiten vorgezeichnet. Damit entsteht sofort die
Notwendigkeit die Verdnderung der Darstellung der Schwarzschild-Metrik in
unterschiedlichen Koordinatensystemen zu betrachten. Dem ist insbesonde-
re der 3. Abschnitt gewidmet. Bei der Modell-Konstruktion der Verbindung
mehrerer Atome spielt die Orbitalebene eine dhnliche Rolle wie die Peri-
heldrehung im Atommodell ( [3]4). Letztlich wird formuliert unter welchen
Bedingungen im vorgesehenen Modell Atome eine Verbindung eingehen kén-
nen. Dabei fallt auf, daf viele Molekiile flach sein miissen. Das entspricht
auch der beobachteten Realitdt. Aber auch andere Strukturen sind méglich.
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In unserem Modell werden Bedingungen ohne &ufiere Einfliisse formuliert.
Durch &duflere Einfliisse kann die Orientierung der Orbitalebenen zueinan-
der verdndert werden und man erhalt andere Molekiilstrukturen. Z.B. Koh-
lenstoff, durch hohen Druck kann man die eigentlich identischen Orbital-
ebenen in ihrer Orientierung so verdndern, daf eine Tetraeder-Struktur der
Kohlenstoff-Atome entsteht, der Diamant. Die haufig gestellte Frage nach der
rdumlichen Lage der Atomkerne in einer chemischen Verbindung ist im ent-
wickelten Modell nur grundsétzlich erklarbar. Hierzu ist dieser Teil mit dem
zweiten Teil der 'Trilogie’ zu kombinieren. Aus der Frequenz der stehenden
Welle der dufseren Elektronen-Geodéate und dem hier vorgestellten relativi-
stischen Molekiil-Medell kann ein Lagezusammenhang hergestellt werden.

Es sei noch eine These erlaubt. Ein im Andock-Punkt () startendes Pho-
ton wiirde sich entlang der Photonene-Geodite v; bewegen. Die Andock-
Bedingung (66) laft folgende Interpretation zu. Der StoRparameter b; der
Photonen-Geodite v; sei bj = L;/Ej. Wenn n; = Winkel(—0,,7}) so be-

deutet (66)
\V hisinn; = \/hysinng (67)

In Abhéngigkeit von der Grofe des Stofparameters wiirden Photonen vom
Andock-Punkt den Atomkern ’crash’; 'grazing’ oder ’flyby’ begegnen. Der
Winkel zwischen den Atomkernen in der xy-Ebene (Winkel zwischen den
Orbitalebenen) kénnte dann 7 — 1 — 72 sein, wobei r(7) sin n; = b; \/fTJ
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potentieller Andocke-Punkt fiir andere Elektronen-Geodéten
mit gleichem Orbit, dabei darf keine Uberschneidung geben

Atomkern 1 Atomkern 2

Periheldrehung Andock-Punkte

In der Elektronenschale existieren mehrere Elektronen-Geodaten mit gleichem Orbit.

Figure 1. Andocken im ebenen Fall

Atomkern 1 Atomkern 2
Andock-Punkte

potentieller Andocke-Punkt fir andere
Elektronen-Geodéaten

mit gleichem Orbit, dabei darf es keine
Uberschneidungen geben

Figure 2. Andocken im Dach-Fall
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